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　ラプラス変換によって，微分方程式を解く場合には，時

間をtであらわすとき，t一＋0の初期値をとる必要があ

る。t・一一〇の初期値とt一÷oの初期値が，不連続である

にもかかわらず，ts－0の初期値を用いて解ける場合に

ついて述べる。

1．はしがき

　先ず，1・一一〇における初期値とは，これを電気回路に

ついていうと，過渡現象において，たとえば，スイッチを

投入する前の初期値であるとする。これに反して，t・＝＋

0における初期値とは，スイッチ投入直後のものであると

する。もとよりわれわれが直接予見できる初期値は，鋲

一〇のものでありt＝＋0のそれは，鎖交磁束数目変則と

か電荷保存則とかにより導出しなくてはならない。ところ

がこれは必ずしも容易でない場合があり，これがラプラス

変換で微分方程式を解く際の欠点ともいうことが出来る。

此の難点を除く方法として，t・一1一〇の時の初期値を用い

るすぐれた方法が，「拡張された演算子法」C3）および「記

号的演算子法」く3）であって各方面でその偉力を発揮してい

ることは周知のとおりである。筆者等は，ある種の極限移

行の場合に，ぎ＝　一Gの時の初期値を用いたラプラス変換

そのものが正解を与える場合について述べる。

　なお，初期値をt・一一周置時とt一＋0の時とにわけ，

前者を第一種初期値，後者を第二種初期値と呼んで，区別

する事（3）は，この種問題の解決に，きわめて有力である

ので，ここでもその呼びかたを採用させていただく。この

定義によると，ある種の電気回路で，極限移行を含む場合

には，第一種初期値を用いたラプラス変換によって，微分

方程式を解き得るということである。ちなみにラプラス変

換は第一種初期値が零でない場合に，第二種初期値を用い

て微分方程式を解くものであり，第一種初期値が零の場合

には，Heavisideの演算子法により，第二種初期値を用い

ることなく，第一種初期値のみによって，微分方程式を解

き得ることも明らかにされている③。

2．1例1 電流をiとすれば，図1の回路で次式が成立

　　　　する。

ev・z
　　　図1

・｛診磁・暑一E一・（・）

　今≠一一〇の時の図1の回路の

電流及コンデンサCの電荷を夫々

i（一〇）．q（一〇）であらわし，

i　（一〇）　一一　o・

qc－o）一　o・・一一

・・ i2）

一…
@一・…　一・一一・・一・（3）

なる初期条件のもとで（1）をラプラス変換すると，

（LS・R＋9．）∫一蓄

ただし，Sはラプラス変換の記号である。

一（4）

　　　　　E　　　　　　　　　　E
∫τ霧・蒲＝π石ア研『（5）

ここで

　　・一tt－L一β・一点蒜一

（1）　β2＞Oならば

ict）　一一　ks－at　sin　rst　．．，

（皿：）　β2　・．0ならば

　　　　E　　　　　　－ati（t）　一　tt　8

・（6）

・（7）

（皿）　β2＜0ならば

　　　　E　　　　　　のロじ客ωr房ε・王n襯一・・………・一一・一一（8）

ただ・・…匹墨一嘉

今図1においてL→0とした場合を考える。実在の場

ff・］

　　　図2
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合には，特にコイルを回路に挿入し

なくても，小さいながらに自己誘導

はあるものである。故に図1におい

てL→0をより正確にL→＋0とす
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る。この輿図1は図2となる。叉この場合β2＜Oであ

から（8）式が成立する。　（8）式でL→＋Oの極限を考え

ると，

　　　　　　　　　　　　1　一kt
　　　　　　　　　　　一：一一　8
　　E　sin　h　kt　　　　　　　　　　　　2
　　廠廊一一→浄・・秀・・島

　　　　一旦・鮎瀞一評（・一論

　　　　一R　　　　　一星む　　　　　R　　　　　．至ε
　　　　　　　　　ε2L　　　　　　　　　　　ε2五

　　　　　E　．一－
　　　　　　　　t　　　　；喪一ε一　CR

賜i（’）一汁鼠一・一一一・一・一・・）

　（9）はあきらかに図2の回路の電流を与える。（9）で

t＝＝十〇とすると

i（＋O）　＝＝　一iZ一・・一・一一一・・’一…一一一一…一・一ny一・一・・一・一（IO）

なる初期条件が得られる，普通図2の回路をラプラス変換

によりて解く場合は，（10）の第二種初期値を何等かの方

法によりて求める必要がある。これを若し，図2の場合

に，余分のLを追加して図1とし，図1について第一種

初期値を用いたラプラス変換によって解を求め，その解に

おいて，極限移行，．比の場合にUX　L→＋0を行えば，正解

を得るということになる。勿論この時に，（6）（7）（8）何

れの場合にもt→＋0とすると，i一（＋0）→0であり，
　　　　　　　　　　　E　．．．．　－1　．　一t．．．　．．．．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　更にいえば，（10）の如くi（十〇）＝・　’k一とはならない。

（10）は（2）なる条件を満足しない。これはみ→十〇とし

た結果である。

2。2　例2　此の場合の微分方程式は

・
⊃
、

　
　
旨趣
3図

ム審＋R，i，＋M七一E…（・1）

磯＋R，i，＋M募・…（・2）

これを

i，　（一〇）　一＝　O・・・・・・・…一・・一（／3）

i，　（一〇）一　O　・・…i・一・・一・一・（14）

の条件のもとに解く。（13）（！4）は第一種初期値について

の条件であり，箒二種初期値については，別に考慮する必

．要がある。

　ラプラス変換を適用して，（11）（12）を解くにはiL（十〇），

ゴ、（＋0）なる第二種初期値を算定する必要があるのである

が，ここで第一種．初期値をそのまま用いるものとし，

ii（一〇）＝＝ii（十〇）＝0・　　・…・・ ・（15）

　i、（一〇）一ゴ、（＋0）一〇・・…邑・・…・…………一・一く16）

を採用してみる。勿論（15）（16）は正しいという何等の

保証はない。否，誤っていることが後から判るのである。

それにもかかわらず正解が出るのである。（15）（16）を用

いてラプラス変換によりi1（の，　i2（のを求めると，

ii（の一直｛・一ε一晩・shβ’・、そ謬る轟

　　　　tt－8－at　sin　h　Bt｝　・・・・・・・・…一・・・・…一一・・一（17）

らω一一 z㌔・一夢・一α‘…励 ・（18）

一輪雪雲．・』処暢1獅1鐸丞必
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i…　一・一（19）

　今L，L、一M2一・＋0なる極限移行を考える。

　L，L、一一　M2＝＋0は電気的には理想変圧器の場合であ

る。此の時（19）から，

　　a一｝＋co　B2．十〇〇

と’なり，

ii（のr告（・一…ム凡
L，f？，十L，R，

　　　一E1／LTLI
i2（t）＝＝L］zJr］t？i’tiJI7S－liR”，8

e－
狽高奄q：｛llil；ix，＋Ri2R，t）・・・…（20）

　R；R2
　　　　むLIR2＋L2Rl　・・・・…　　　　一（2ユ）

が得られる。これが正しいものである事は付録ユに示して

ある。

　（20），（21）で’一十〇としても最：早（15）（16＞なる初

期条件を満足しない。

　即ち1→十〇．の時，

　　ii（＋O）一一tht，R　tEL，R，　K一一〇・・・・・・・…一一・・一・・・・・…（22）

あ（＋・）一廓昊誓皇糸≒キ・・
・（23）

　（22）（23）が比の場合の正しい第二種初期値であること

は付録2のようにして証明出来る。何れにしても，此の場

合，第一種初期値を用いて，第二種初期値には無関係に，

ラプラス変換によりて正解が得られることを示している。

勿論（22）（23）なる第二種初期値を用いて，L，L、一M2＝

十〇の時に，ラプラス変換によって（11）（12）を解けば，

（20）（21）が得られる（1）。

　1［・ヒの場合（22）（23）ゾ：s＝る初期条件を．求めることが難点

一て．ある、，

3．む す び

以上2例をあげて，第一種初期値をそのまま用いて，第
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二種初期値とは無関係に，ラプラス変換によりて，正解に

達する場合を述べた。何れの場合も，極限移行を伴って居

り，その限りにおいて，第二種初期値を用いた普通の方法

と比べて，必ずしも簡単と云うことは出来ない。ただ，第

二種初期値を求める事が困難の場合には，此のような方法

も再考の余地があるのではなかろうか。此の場合，なるべ

く，竜気的に，第一種初期値が，零となるような状態から

の極限移行を考える方が，簡単さの点から望ましい。
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　　　　　　　　文　　　　　　献

　（1）山下敬治　Laplace変換（昭和42年）

　（2）　山下敬治　電気回路における初期値について

　　　　　　　　　（昭和43年）

　（3）林　重憲　電気評論（昭和15～16年）

　付録1

　初期条件t＝　Oのときi、　・・O，i、一〇

　密結合の条件L，L2－M2・≒O，　L，L，一M2＞0

　この条件のもとに，次の微分方程式を，Heavisideの演

算子法で解く

　　ム畜＋M蕃＋R，i，・一E一一・一一一…（ユ）

　　L，一Zi／1一’2　＋MiZl／1－i　＋　R，i，　一＝　O一・i・・一・・・・・・・…一・・・・・・・…（2）

　両三をHeavisideの演算子Pで表わすと次の通りであ

る。

　　（L，P÷　R，）i，　＋　MPi，　一　E

　　MPi，　十　（L，P十　R，，）i，　一　O

これをii，　i2で解いて

　　，　E（L，P十　1？，）
　　ti＝；一（ltZJ；IZJII　71，　f．，一M2　p2＋（L，R，＋rWZJJItili；51PIFIL］？rlilil，）p＋RR，

　　　　　　　　　　　　　一EMP
　　多・＝（ムム2－M2）P2＋（L，R、＋五，R1）P＋R，R，

を得る．

　ドほ　　 ア　　げ　

　一一　ぐ，

　　　　　　　　　　　　　（L，∫～2－L2R且）2十4RIR2M2　　　　LIR2十L，1？1
　　　　　　　　　　　β一　　α軍　　　　　　　　　　　　　　　　4¢、ゐ、一ルf2）　　　　2（L，L，一M2），

ラプラス変換における初期値問題

　　　　　　　　　　E（ゐ2P＋R、）
　　　　（ゐ、乙、＝ハ42）（P＋α一β）（P＋α＋βア

　　　　　　　　　　　　一EMP
　　寵二　（L、L、一Mつ（i）＋α一β）（P＋α＋β）

となる。

　これより

　　．　　　EL，　　　　ユ
　　tl＝て1石二Mτア干α＋β．

　　　　＋竪諜続鐙（　　ユ　　　　　　1P十a－B　P＋a＋／3）

ら一一?ｰ驚｛。．器。！謡

　　　　　　　　　　　　（　　1　　　　　　1P＋a－B　一　P＋　cr＋rs）｝

又毒南一瞬β一幅・《α繊

　　ア．論一α≡β一。三βε一（a”B）tであ・粥

　　　　1　　　　　1
　　P＋α一β　　P＋α＋β

　　　7等・。ilR　E一（α＋の㌧両・ε『（α一・・‘

　　　一撃、＋譜厨　‘（・一β‘一εβ‘）

　　　　　　　　　　　　一譜ヂ（εβ‘＋ε鴫β‘）

　　　7…転等㌔・・厩。響写㌔S励

である。

　三叉，ε一（α→・βの＝E一αt（cos　hβt－sin　hret）

　よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一α‘　　．　　　EL2　　　1　　　　El］L，　　　ε
　1・＝LlL2－M2’α＋β一Z凪乙2一π’τ’α＋β

　　　　（・・S・・β’・一…醐・器云Zissiie（ie，）｝

　　　　（誇β碗等㌔・β卜葺一㌔・綱

　　　一。、。孕π｛。争β・Rr銭募β）｝

　　　　一。1嬰雇・論・ε　・・S・hβ’

　　　　・。1。黒M・・下墨認…鱗デβ1≧・『α‘・・鵡

　　　　　ER2　　　　1　　　　ER2　　　　ユ
　　　ニ　　　　　　　　ぽ　ゴ　　　　　　　コ　ヒ　　　　　　ド　　　　　　　　　　コ　　　　　コロ　　　　コ　　

　　　　L，L，一M2　α2一β2　L，L2－A4’2　α2一β2

　　　　εthαt　C・S旛Z1毒・・｝瓦秀諺監β2）

　　　　ε一ai　siエユ，Uβt

とおくと

　　ii　F

一・ ?O7　一
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ら一。孟鑑伝β一。1、・一att（・・S・・βt一…hβ・）

　　一α暴β（論一。写…働

　　一。等一αt・・S剛一。置鑑・・k・’at

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin　hβt

　　　　　　R，R，
　　　　　　　　　　であるからαLβ2－　　　　　L，L2－M2

・一天屠煮・㌔・hβ1＋・器蔑看1錨

　　　　　　　　　　　　　　　　ε一αtsinhβt

÷・一ε一㌔囎・浜面試論
　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼム　　　　　　　　　　　　　　　　ε　sin　hβt

あrl。三π・・誓・一αt　S・n・・βt

となる。即ち2．2の（17）（18）が得られた。

　付録2

　先ず2．2の（22）（23）式から

　　乙、ii（＋0）＋ゐ、i、（÷0）一〇・・……………………・（1）

を示すことが出来る。

　　L，i，（一〇）　十　L，i，（一〇）　一一　O・・一・一・一J・一一一・一　ny　・・一・　ny（2　）

であることはi、（一〇）一〇，i、（一〇）一〇から，あぎらかであ

るので，（1）は鎖交磁束数不変則を示している。

　図1で，

　　（R，　十　juL，）f，　十　foMI，　一＝　E・・・・・…　J・・一・・一・・・・…　一・（3）

　foMf，　＋　（R，　＋　foL，）1，　＝O一・・・・・・・・・・…一・一・・・・…（4）

　　R．’　　　R2　　（3）（4）は次の如く書ぎ得る。

＃9；：：瓢：1二1：：：：：：：：：

　　　　図1

ここで

1三三二：レ

（5），　（6）　よ　り

　　　　EブωM
・r歳グ針z’E

（8）より

・一一・・一一・…一 i7）

21tit　tstzii，　i“tu2M2’”’’”・・・・・・・・…（s）

　L，L2－M2＝十〇の時には，入力インピーダンスZ包所ま，

・一署』触弊2………・……一……（・）

（9）に（7）を代入する。

・・一 ﾍ（R’＋ブωLD（制㊨＋M202
　　　　　　　R、＋ブωL，

R，1（］，　＋　fo（L，R，　＋　1？，　L，）一　to2L，L，　＋　M2．2

　　　　　　　　　　　　R、＋ブωL、

　　　ψ弩法鎚L鼠去Ll凡…・・〈ユ・）

　今Z・＝＝　R、とすると（10）より，

　　i（＋o）一一zEirfi．．一kt＋Lirl／R’，T’’””’’”i’””’’’”（ll）

（11）は2．2の（22）と一致する。

　以上は正弦波の場合であるが，インピーダンス関数を考

えれば，そのままで一般波形の場合に適合し得る。

　何れの場合にも，（11）を導くのに，相当の条件が必要

であり，2．2の（20）（21）よりt＝＋0として導く方法に

比して，一般性を欠くように思われる。
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