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　This　paper　presents　a　method　to　construct　an　observer　for　the　bi　linear　systems　with　m－output　signal，　de’scribed’　by

Sl；x（le十1）＝up（h）Ax（le）十Bu（k），　y（k）＝＝Cx（le）　where　x（le）EI　R”，　u（k）A．（ul（k），　・t・…，　up（k），　・・・…u．（le））TER”，

yERM．　And　it　is　assumed　here　that　Sl　is　observable　and　matrix　A’is　non－singuler．　The　observer　of　Sl　propesed

here　is　So　；　z（le十1）　＝＝up（k）　UAJz（le）　十UAGy（le）up（le）　十UBu（le），　x’（k）　＝　Jz（le）　＋Gy（le），　where　z（le）　E｝　Rl　and　S（le）

is　the　estimated　value　of　x（le）．　lt　is　shown　that　i）．　the　dimension　of　So　is　minimql　if　1＝＝n－m，　ii）　an　example，

of　the　solutions　such　that　So　is　the　minimal　order　observer　of　Sl　is　given　by　a　g－inverse　of　C，　and　iii）　then

x（k）　and　X（le）　become　identical　by　the　adjustment　of　3一一1　steps，　where　B　is　observability　index　Of　Sl．

1．　ま　え　が　き

　本稿ではあるクラスの離散時間叩頭線形システムに対す

るオブザーバの設計法について述べている。双線形システ

ムに対するオブザーバに関．しては連続時間型を対象とした

研究がいくつか報告されている。1）～3）このうち，井上およ

び古荘は被対象システムをそれぞれ非線形システム，時変

システムと見なしてそれらに対してのオブザーバを提案し

ているが，いずれの場合もその収束性が入力た依存し，入

力と独立にはオブザーバは設計できない。一：方，原と古田

はオブザーバの標準形とUて線形システムと類似の形を与

えており，その収束性は入力に依存せず入力とは独立に誰

計ができるという特長を持つ。しかし，この標準形では構

成できない双線形システムが実在する。4）本稿ではこのよ

うなクラスの双線形システムを対象とした離散時間型のオ

ブザーバの設計法を与えている。本方法によると入力とは

狸立にオブザーバを設計することが可能であり，このクラ

スの双線形システムに適合した有効なものと考えられる。

　なお，単出力システムについては既に報告した5）のでこ

こでは多出力シスデムについて報告する。

2．被対象シ．ステムの数学モデル．

　本稿ではつぎに記述される双線形システムを考察対象と

する。．

s’： ﾚ瀦Aκ（々）＋脚（ρ｝　（・）

　ここで，U（k）＝（Ul（le），　U2（le），…，　UP（le），…，　Ur（le））T

∈Rア，y∈PS，」C㈲∈Rnであり，　A，　B，　Cは適当なサイ

ズを持つ実行列とする。また，A．は正則とし，　Cは最大階

黎をもつものと仮定する。さらに，入ガ．π㊥は任意の時

刻leにおいて有界とする。ここで，（・）Tは・の転置トマ

リクスを示している。

　シスラムS1は生物プpセスなどに見られる数学モデルの

一形態4）である。

　まず，システムSlに関するいくつかの性質を上げてお

こう。

　＜定as　1＞　有限凶聞内の入出力の観測値からシステム

S1の初期状態x（0）炉一意に決定できるならばシステムSl

は可観測であるという。

　〔命題1〕　マトリクスRkを以下のように定義す．る。

＊電気工学科
Rk2［CT，　ATCT，・・．，（AT）k－ICT］T （2）
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また，βを（3）式が成り立つ最小の自然数とする。

　　rank　Rp　＝rank　Rp＋1

このとき，システムS1が可観測であれば，

　　rank　Rp＝n

が成り．立つ。

　（証明）

（3）

（4）

　　　　　　（1）式よりシステムS1の出力y（le）；le＝0，1，

…，n－1は入力u（le）；le・＝O，1，…，　n－2を用いて次式で

与えられることがわかる。

　〃（0）＝Cx（0）

　〃（1）＝up（0）CAx（0）十CA配（0）

　〃（2）＝％ρ（0）・％ρ（1）CA2夢（0）十up（1）CABu（0）

　　i
　　i　十CBu（1）　　　　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

〃（｝i－1）胃πρ（0）・up（1）・…　％ρ（ln－2）CAn－1x（0）十up（1）・

　　　　　銘P（2）・…・％ρ（π一2）CA”｝2B翼（0）十％ρ（2）・

　　　　　up（3）・・…吻（π一2）CA”一3Bu（1）十…十

　　　　　〃ρ（π一2）CAB麗（π一3）十CB露（π一2）　　　（5）

ここで以下のマトリクスを定義する。

　　Y一一A　（yT　（o），　yT　（1）　，一一一・，　yT　（n－1）　）T　E1　Rn－M　（6）

　　　　　　　　　　　　e
　　五の卿全［Om，miOm，　mi’一一．il魏iO筋翅i一一一iOm，m］∈Rn’mxm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　；ee　1．ブロックがmZ）〈単位マトリクスであるn・m

　　　　マトリクス。ただし，Ot，tは（t×t）の零マトリ

　　　　クスである。

　　　　　　　　　　e
　　Mle［On．m，mi一一一IUpl（1）IUpl＋i（1十D］一一一iUpn（n）］　（s）

　　　　∈Rn’m×n’m：ee　1－1ブロックまでが零マトリク

　　　　スである（n・m×n・m）マトリクス。ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋ノー2
　　　　Upt（1）全1甥（1），　Upl＋’（1十ゴ）全n吻（の1翅’＋ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝卜1
　　　　；ノ篇1，2，…，n－1で．ある。

　　　　　　　　lv’2
　　N’全［Or，ml’一一・IPoTIPITi・”iPTn－1＿2］T∈Rn’m×「　　（9）

　　　　；1＋1ブロックまでが零マトリクスである（n・m×

　　　　r）マトリクス。ただし，

　　　　P拶CA’B；ゴ＝0，1，…，n－1－2である。

　これらのマトリクスを用いれば（5）式のマトリクス表現

として次式を得る。

　　YT＝MIRnX（O）十M2NoU（O）十”””十MnNn－2U（n’2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

　（10）式において第2項以下は既知である。したがって，

x（0）の一意解を得るためにはRnは最大階数を持つことが

必要である。すなわち，

raule　Rn　＝＝n （11）

ところが，CAfeがC，　CA，……，　CAfe－1の一次結合であ

ればCAブ（i21e）もまたC，　CA，……，CAk一1の一次結合

で表わされる6）ことに注意すれば命題1の成立は明らかで

ある。

　なお，Rnおよびβを線形システムの場合と同様にそれ

ぞれ可観測性マトリクス，可観測性指数と以後よぶことに

する。

　〔命題2〕　システムS1は可観測とする。このときシス

テムS1は代数的等価なシステムS2に変換できる。
　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　ね
S2： ｯ；脇（’e）AX（k）＋B”（k）｝・・2）

ただし，

　　　　　バ　　　　　り　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A1，1　i　A1，2　i　・・。　lA1，m
　　　　　　　L　　　　　　　　　　l　　　　　　　I
　　　　　　　ト　　　　コ　　　　コ　ピ　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　バ　　　　　　　　　だ　　　　　　レ　　　　　　　　　　バ

ーA2，1iA2，2i　iA2，m
A全．一，＿．．十＿．．＿．一1＿＿1＿一一，．一．

　　　　　闘　　　　　　　　　　　闘　　　　　　　1
　　　9　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　圏　　、　　　　　　1

　　　・　　　1　　　　　　　圏　、、　　」　　●・・
　　　，　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　闘　　　　　、　　　ロ

　　　　　闘　　　　　　　　　　1　　　　　　　階
　　　　ロ　　　　　ロ　　　ロ　　ロ　　ロロココロロ　　ロコ　　ココロロロロコ
　　　ほ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　コ　だ

　　　A拠，1i…　i　．iAm，溜
　　　　　l　　　　　l　　　l

ほ　　　　　む　　　　　　　　り

C全［Cli…iCm］
　　酎　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　創

　ロ　　　　　　ね　　　　　　　　　　　　　　バ

，B全［BITi…imBT］T，

であり，A毎∈RPt×βゴ，　Ci∈RmXfiiはつぎの形をしてい

る。

　　　　　　　　　　　；

Ki，，全

、

、

、

0

1

0
0

ol

O
i　I　　i　　’
　iai，il；t＝1，　2，　…，　m

O
l
I
I

　　ほ　　A，，ノ全［0β巴，βノ＿1　…　at，ゴ］　；ゴ，ノ藁1，2，・輯冒・・，〃2（ゴ≒ノ）

　　り　　Cゴ全［Om．βi＿1　i　ei］；i＝＝1，2，…　’…　、m

　　　　　　　　　　れ
ここで，β，＞1；vノはΣβ芦π，ma｛β」｝＝βを満たすよ
　　　　　　　　　　」＝1
うなクロネッカ指数とよばれるシステムに固有の指数であ

る。またeiはeg　i要素のみ1をもつn次単位行ベクトルで

ある。

　（証明）　システムS1は可観測であるから，その可観測

性マトリクスRnは最：大階数をもつ。したがって，　Rnの

＠×π）個の行ベクトルの中から，

　　C1，　C2，…Cm，　CIA，…C．A，…CIAn－1…C．An－1

の順に一次独立なベクトルを〃個選び出すことができる。

ただし，Ci∈Rn；i＝1，2，…mはマトリクスCのee　i行ベ

クトルである。

　順序を入れ換えてマト、リクスVとその逆マトリスクをつ

．ぎのように定義する。

　　V全［CITiATCITi…i（Aβ1－1）7℃ITiC2Ti…i（Aβ2－1）TC2T｝

　　　…iCmTi…i（Apm－1）TCmT　　　　　　　　　　　　　（13）

　　V－1全［Vl，1，　Vl，2，…，v1．81，v2，1，…，v2，P2，’・・Vm，Pm］（14）
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多出力をもつある双線形システムに対するオブザーバ　下西・西山・富田

　（14）式から，座標変換マトリクスをつぎのように構成す

る。

　　Te．　［vl，pl，　Avl，pl一・・　API－1…vl，pl，v2，p2，…，　APm－lvm，pm］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

このマトリクスによって，X＝T－lxなる変換をシステム

S1に施せばシステムS2を得る7）・8・注）　　　　（証明終り）

　なお，以下では上述の性質をもつようなシステム，すな

わち，可観測であるシステムS1に限定して考察を進めるこ

とにする。

3．オブザーバの設計

　前節で記述された双線形システムに対して原等の示した

標準形でオブザーバを構成するためにはシステムS1の係数

マトリクスAに苛酷な条件が強いられる。また，オブザー

バは双線形の形とはならない3）。しかし，ここで記述され

たような双線形システムに対しては双線形システムでオブ

ザーバを構成する方がより自然であろう9）。したがってこ

こではシステムS1に対するオブザーバとして次式で与えら

れるような双線形システムSoを考える。

　　So：z（k十1）置吻（彦）UAJ2（k）十Up（ん）UAGz（fe）十

　　　　。㈹．驚魅“（、）．｝　・・6）

　ただし，z（le）∈RlはSoの内部状態，髭②∈Rnは推定値

である。また，U∈Rlxn，　J∈RnxlおよびG∈Rnは次式を

満たすものとする。

JU十GC＝ln （17）

　＜定義2＞　システムS1とSoにおいて，それぞれの初期

状態x（0），2（0）および入力u（le）に関係なく有限ステップ

Nで，

x（ゐ）＝＝i（た）；∀た＞N （18）

となるとき，システムSoをシステムS1のオブザーバとい

い，Nを決定ステップ数とよぶ。

　〔定理1〕　システムSoがシステムS1のオブザーバであ

るための必要十分条件は，マトリクス（ln－GC）Aがべき

零となることである。

　（証明）　いま，システムSoの推定誤差をe（め会濯㈲一

τ②とおけぼ，（1）式および（16）式よりつぎの関係式を得

る。

e　（le）　＝　”p　（le－1）　（ln－GC）　Ae　（le－1）

　　＝up　（le－1）　・up　（k－2）　｛（ln－GC）A｝　2e　（k－2）

注）システムS1とシステムS2の係数マトリクスの聞にはつ

　　ぎの関係が成り立っている。

　　A＝T－IAT．　B＝T－IB．　C＝＝CT
　　　　　　　J　　　r　．．　J

　　　　＝＝　up　（k－1）　・up　（le－2）　・・・…up　（O）　｛ln－GC）　・

　　　　A｝　lee　（o）　（19）
上式と前述のオブザーバの定義より必要性は明らかであ

る。十分性も入力が有’界であることに注意すれぽ上式より

明らかである。なお，あるステップqにおいて，もしUp（q）

＝0であれぼマトリクス（ln－GC）Aとは無関係にe（le）　＝＝

On（麓≧のとなる。　　　　　　　　　　　（証明終り）

　上記定理はオブザーバの設計問題が未知パラメータU，

J，Gを適当に選んでマトリクス（ln－GC）Aをべき零に

する問題に帰着されることを示している。さらに，これら

未知パラメータのうち，設計パラメータとしてはGのみを

考えればよいことがわかる。なぜならぼ任意のGに対し

て，（17）式を満たすJ，Uは必ず存在し，かつ，このよう

な」とUは一意的ではないが，これらを用いて構成され

たオブザーバは全て等価となるからである。ただし，等価

とは同一の初期値z（0）および観測値y（ノ）；」＝O，1，…，i，

制御入力a④；i＝0，1，…，i－1に対して同一の推定目測⑦

を発生することを意味する。

　また，オブザーバの次元はマトリクス（ln－GC）を2つ

のマトリクスのSC　JUに分解することによって決定される

が，低次元のオブザーバを得るためにはこの（ln－GC）を

最大階数分解すればよい。なお，本稿ではU，Jは（ln－

GC）を最大階数分解して得られるものとする。

4．最小次元オブザーバとその最小決定ステッ

　プ数

　続いて，オブザーバの最小次元数とその最小決定ステッ

プ数について考察を進めよう。

　（17）式から明らかなようにシステムSOの次元tw　1は次式

で表わされる。

12｝irank　an－GC） （20）

ここで，rtm　le　C＝mであることに着目すれぼシステムSo

は最低π一口次元必要であることがわかる。したがって，

n－m次元のオブザーバが構成できれぽ，それはシステム

Slの最小次元オブザーバである。

　（注意）　（17）式が仮定されない一般の形でのオブザー

バの次元数1＊は，1＊＝ronle｛［ln－GC］［AB］｝で決定され

ることが文献10より導びかれる。したがって，Aが正則と
　　　　　　　　　　　　　すあ
いうここでの仮定の下ではG四四一一GC）＝＝n－mが最

小次元数である。

　以下では次元tWn－mをもつオブザーバを具体的に構成

しよう。

　《補題〉

　　讐瞬（・・一GC）＝＝n－m　　　　（21）
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を満たすGをGMで表わすことにする6こ口とき，　GMを

用いて構成されたシステムSoとSlの誤差方程式は次式で表

現できる。

e（le）　＝　up　（k－1）　an－GC）A（ln－GC）e（k－1）　（22）

（証明）　（19）式は次式に変形できる。

e（le）　一up　（le－1）　an－GC）　A（　（1．一GC）x（k－1）

　　　一一Jz（le－1）｝

　　＝up　（le－1）　（ln－GC）　AJ　｛Ux　（le－1）　一z　（le－1）　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

また，（17）式はつぎのように表現できる。

　　［JiG］　［Tg一一一］　＝1．　’　（24）

さて，ronk（ln－GMC）＝n－mが満たされているとき，

（17）式を最大階数分解して得られたJ∈Rn×（nrm），　U∈

R（n－m）xnを用いれば（24）式の関係より次式が成立しなく

てはならない。

　　［JIGM］＝＝　［一TUc’T一’］　Tl　（2s）

すなわち，UJ　＝・　ln＿m，　UGM・＝　On＿m，n＿mこの関係を（16）

式に適用すれぼ，

　　U7x　（le）　一UJz　（k）　十UGMy　（le）　一z　（le）　（26）

が導びかれる。つぎに，（26）式を（23）式に代入すれぽ（22）

式を得る。11）　　　　　　　　　　　　（証明終り）

　上記補題より定理1の系として次を得る。

　（（系））システムSoが最小次元オブザーバであるための必

要十分条件はマトリクス（ln－GMC）A（ln－GMC）がべ

き零であることである。

　さて，（21）式を満たすようなGMはCの一般化逆マトリ

クスC一に限られる12）ことに注意して，C一の集合｛C一｝の

中からGMを適当に選べばマトリクス（ln－GMC）A（lr

GMC）をべき零にできることを示そう。

　マトリクスをべき零にすることとそのマトリクスの固有

値を全て零にすることとは同値であり，また，相似変換は

固有値に関して不変であるから，（ln－GMC）A（ln－GMC）

を変換マトリスクTを用いて相似変換したつぎのマトリク

スの固有値について考えればよいことがわかる。

　　T”1（ln－GMC）Aan－GMC）T4（ln－GlvfC）A・

　　　　　　　　　　　　　　　　　’　a．　，一　GMC）　（27）

ただし，GM△T－IGMである。

A，．Cが，（12）式の形をしていることに注意して，　GM∈

｛C一｝を次のマトリクスに選ぶことにする。

　　GM4CT（C　CT）一1　，，　（28）
（28［）式で与えられるGndiがCの一般化逆マトリクスである

ことは容易に確められる。

　このGMを用いて（27）式を計算すれぼつぎのようにな

る。

a．一GMC）Aa．一GMc）　＝．

ただし，

Z姶

。一一一一一一一一一一一一一一一〇

1　NsN．　I

　　　　tl　OO

o一一一一一一一一一〇　o　o

Zl

o

Z2
o

Zm

EiiRPixPi；i＝1，　2，・，・．・・，m

（29）

Ziは明らかに指数禽一1のべき零マトリクスである。した

がって，（ln－Gn4C）A（ln－GMC）はmftXβブー1，すなわ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ
ち指数β一1のべき零マトリクスであることがわかる。

　以上をまとめるとつぎの結論を得る。

．（定理2，　システムS1は可観測とする。このとき，シス

テムS1に対するオブザーバSoの最小次元数n－mである。

また，そのようなオブザーバを構成するGMは次式で与え

られる。

GM　＝＝　CT　（C　CT）　一1 （30）

　つぎに，ここで示した最小次元オブザーバの最小決定チ

ップtw　Nmについて評価しておこう。

　一般に，最：小決定ステップ数は初期状態x（o），z（o）に

よって異なるがここではつぎの定義に従うものとする。

　＜定義3＞　システムS1およびオブザーバSoの初期状態

x（0），z（0）を任意に選んだときの最小決定ステップ数の

最大値をオブザーバSOの最小決定ステップ数とよぶ。

上記に従えば最小次元オブザーバの最小決定ステップ数

は上述のことより以下となる。

　ζ定理3）最小次元オブザーバにおいて，正確な推定値

を得るために必要な最小決定ステップ数はβ一1である。注）

．最後に簡単な数値例を上げておく。

　（数値例）　つぎの双線形システムを考える。

x　（k　＋　1）　＝＝＝　u2　（le）

う一
〆
0
噌
⊥
噌
⊥
－
一

一
　
　
一
　
　
一

〇
〇
〇
〇
－
占

剣
五
〇
〇
〇
〇

1
4
％
－
％

0
1
凸
0
0
0

x　（le）　＋
0
％
4
1
0

1
1
1
0
4

u　（le）

（31）

注）N（うを・の零空間とする。このとき，明らかにe（0）
∈N［｛（ln＿GMC）A（ln－GMC）｝6］；δ＝O，1，…，β一1に対

してe（k）＝Onk）≧δである。すなわち，あるx（0），　z（0）に

対してはβ一1より小さなステップ数で正確な値が得られ
ることになる。
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弗瑠1〕吻
ここで，容易に確められるように，Aは正則であり，β＝

3，ranle　C　＝＝　2である。

　可観測性マトリクスの5本の一次独立な行ベクトルから

つぎの変換マトリクスTが構成できる。

T会

0
6
1
0
0
0

」
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0

0
0
0
0
1

0
0
0
1
凸
0

（32）

このときシステムS1の係数マトリクスはつぎの形に変換さ

れる。

に
A△T一IAT．．

o　llo　o　1

1－110　0　蓬

0一ゴ0　0　％

O－i／211　O　1

0　OiO　1　－1

B△丁一18＝’

δ晦u19：］

設計パラメータGMはつぎのようになる。

砺錨ジ』^ll呼

0
1
一
－
噌
⊥
－
占

　
ニ
ー
0
…
｛
0
％ （33）

（34）

（34）式で決定されたGMを用いて（ln－GMC）を計算すれ

ぼ（35）式のようになる。

In－GMC＝’
0
0
0
0
0

0
0
0
噌
⊥
0

0
0
1
0
0

0
0
0
0
0

1
0
0
0
0

（35）

（ln－GMC）を元の座標に戻せば以下のマトリクスが得ら

れる。

In－GMC　＝
0
0
0
0
0

0
0
0
1
0

0
0
1
0
0

0
0
0
0
0

1
占
0
0
0
0

（36）

（ln－GMC）の最大階数分解によって得られるJ，　Uの1つ

は次式となる。

J＝
0
’
0
0
1
0

　
　
　
　
0

0
0
1
0

1
0
0
0
0

，u一

mi・i・gfii］

また，GMを元の座標に戻せば（35）式となる。

一巳
↓
0
0
0
0
0

0
噌
工0
0

一　＝　
M
G

（37）

（38）

結局，求めるオブザーバはつぎのようになる。なお，この

オブザーバの最小決定ステップ数は2であることがわか

る。

一点一圏幽

i（le）　＝＝
0
0
0
0
1

r
一

L

　
　
十

　
　
め

　
　
（「
一

0
∩
V
O
－
轟
0

0
0
朔
■
0
0

d
1
0
0
0
0

5．　あ　と　が　き

0
1
幽
0
0
0

y　（k）

（39）

　本稿では多出力をもつ離散時間型双線形システムに対す

るオブザーバの設計法を述べた。対象としたシステムは（1）

式で記述されるクラスのシステムであり，可観測性が満た

されるものと仮定した。

　本方法によって構成されたオブザーバは最小次元であ

り，被対象システムの可観測性指数から1を引いた修正ス

テップで正確にシステムの内部状態を推定できる。

　なお，（1）式で記述されるシステムは特殊な形をした双

線形システムであるが，これは生物プロセス等にしばしば

表われる数学モデルの一形態である。

　最後に，著者の一人が日頃お世話になっている神戸大学

工学部教授前川禎男，助手雛元孝夫の両先生に深く感謝の

意を表する。
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