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A　緒　　論

　高等学校の数学の教科書中に次の様な問題を散見する。

　次の等式を満す関数の各例を挙げよ。

＠　f（x＋y）＝f（x）＋f（y）

②　　9（x十y）十9（x－y）一一　2｛9（x）十9（y）｝

＠　h（x＋y）＝＝＝h（x）h（y）

　勿論，ここで扱う関数は実数全体を定義域とする実数値関

数である。

　①，②，③の例としては，それぞれf（x）一x，g（x）一x2，

h（x）一2xを挙げればよかろう。しかし，これらの関数方程

式を満す関数を全て求めるにはどうしたらよいだろうか。

B　連続な解を求めること。

　①f（x十y）”・f（x）十f（y）の場合

　　f（0）一f（0＋0）一f（0）＋f（0）よりf（0）一〇

　．’．　f（ox）＝：＝f（o）一〇＝一〇f（x）

　　f（lx）　＝f（x）　一一　lf（x）

　Ax一一・つの自然数kに対し，　f（kx）一kf（x）と仮定すれば

　　f　｛（k＋1）｝　x　＝一　f（kx＋x）　＝＝　f（kx）＋f（x）・＝＝　kf（x）　＋f（x）

　　一＝　（k十1）f（x）

　よって数学的帰納法により，全ての自然数nに対し，

f（nx）　＝：　nf（x）

　　O一＝f（O）一f｛nx十（一nx）｝　＝f（nx）十’f（Hnx）＝一nf（x）

　　＋f（一nx）

　．’．　f（一nx）一一nf（x）

　よって全ての整数mに対し，f（mx）＝mf（x）

　　nf（｛1！x）　＝＝f　（n一：？x）　＝f（mx）一＝mf（x）

一∴・
im－xn）一号・（・）

　よって全ての有理数rに対し，f（rx）一rf（x）

　αが無理数の時，αに収束する有理数列｛r。｝をとり，f（x）

が連続関数であると仮定すれば

　　f（crx）　＝lim　f（rnx）　＝lim　r．f（x）　＝＝　af（x）

　　　　　n－oe　n－ee
　よって任意の実数a．に対し，f（ax）一af（x）

　：．　f（a）一一f（a・1）＝＝af（1）

　f（1）＝＝・eとおけばf（x）＝cx

②　g（x十y）十g（x－y）＝・2｛g（x）十g（y）｝の場合

　g（0十〇）十g（OrQ）＝　2・｛g（0）十g（0）｝　．∴　2g（0）＝＝　4g（0）

：・　g（O）＝O　g（Ox）＝＝g（O）一＝O＝一〇2g（x）

　g（O十y）　十．g（O　pm　y）　＝＝　2　｛g（O）　十g（y）｝

：．　g（y）十g（一y）＝＝2g（y）　．’．　g（y）一g（一y）

　g（x＋x）＋g（x－x）　＝一　2’　｛g（x）＋g（x）｝

　g（2））＝4g（x）

今一・つの自然数kに対し，g（kx）一k2g（x）と仮定せば

　g｛（k十1）x｝　十g｛（k－1）x｝　一g（kx十x）十g（kx－x）

　＝＝2｛g（kx）＋g（x）｝　＝＝2（k2＋1）g（x）

．：　g｛（k十1）x｝＝｛2（k2十1）一（k－1）2｝g（x）

　　＝＝　（k十1）2コ口x）

　よって全ての自然数nに対し，g（nx）an2g（x）

　9←nx）＝＝、9（nx）刊29（X）一（一n）29（X）

　よって全ての整数mに対し，g（mx）＝＝　M2g（x）

n2
〟@（一Mn－x）　＝g（nl？一x）　＝g（mx）　＝＝　m2g（x）

．’

D　g（E　｝x）　＝＝　11｝1　g（x）

　よって全ての有理数rに対しg（rx）＝r2g（x）

　αが無理数の時，αに収束する有理数列｛r。｝をとれば，

g（evx）　＝＝　lim　g（r”x）　＝＝　lim　r．2g（x）　＝＝　ev2g（x）

　　　n－oo　n－veo
　よって全ての実数．aに対し，　g（ax）一a2g（X）

　g（a）一g（a・1）＝a2g（1）　　g（1）・：＝・e　とおけば

　g（X）’・　CX2但しg（X）は連続であると仮定した。

③h（x＋y）＝h（x）h（y）の場合

　h（O）一＝h（O十〇）一＝；h（O）h（O）　：．　h（O）｛h（O）一1｝．一〇

．9 Dh（0）一・O　又はh（0）＝1

　h（0）一〇なうば全てのxに対し

　h（x）一h（x十〇）一h（x）h（O）一h（x）XO＝O

　よって恒等的にh（x）＝O

　h（0）一・・1の時　h（a）一〇　なるaが存在すれば

　1－h（0）一・　h｛a＋（一a）｝一h（a）h（一a）一〇h（一a）一・　Oとな

　り矛盾．

　よって全てのxに対しh（x）キO
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　　h（Ox）一h（O）一1一　｛h（x）｝O

　　h（lx）　一＝　h（x）　一　｛h（ij）｝　i

　　今一つの自然数kに対し，h（kx）一｛h（x）｝tcと仮定せば

　　h｛（k十1）x｝＝h（kx十x）＝h（kx）h（x）＝｛h（x）｝kh（x）

　　一＝　｛h（x）｝　k＋i

　　よって数学的帰約法により，全ての自然数nに対し，

　　h（nx）＝　｛h（x）｝n

　　1　＝h（O）＝h　｛nx十（一nx）｝　＝h（nx）h（，　一nx）

　　＝　｛h（x）｝．”h（一一一nx）

　　　　　　　　　1　．’．　h（・一nx）＝　　　　　　　　　　　”　｛h（x）｝一n
　　　　　　　｛h（x）｝　n

　　よって全ての整数mに対し，h（mx）＝｛h（x）｝m

　　今h（b）く0なるbが存在すれば

　　｛h（g）｝”　＝h（．一｝）＝一h（b）〈o

　　よ？て・が騰のとき・（bn）は鶏で有り得ない・

　　よって全ての自然数xに対してh（x）＞0
　　｛h（一1？x）｝”　＝h（n－IIIx）　＝＝　h（mx）　＝＝　｛h（x）｝　m

：・　h（￥x）一　｛h（x）｝？’

　　よって全ての有理数rに対し，h（rx）＝＝｛h（x）｝・

　　αが無理数のとき，αに収束する有理数列｛r。｝をとり，

　　h（x）の連続性を仮定すれば

　　h（ax）　＝＝　lim　h（rnx）　＝lim　｛h（x）｝　r”＝　｛h（x）｝　di

　　　　　n－ee　n－oo
　　よって全ての実数aに対し，h（ax）＝＝｛h（x）｝a

　：・　h（a）一h（a・1）＝＝＝　｛h（1）｝a

　　h（1）＝c　とおけば　h（x）一cx

　　よって，h（x）の求める形は

　　　　h（x）一〇及び　h（x）一cx（c＞0）である。

　上記の①，②，③に於ては各関数ρ）連続性を仮定して，

形を求めたが，運続性を仮定しなかったら，どうであろうか。

　この問題を解決する為に実数全体の有理数全体に対する基

底というものを以下で考察する。

C　基底について

　相異なる有限個の実数al，　a2，……；amに対し，全ては0

でない有理数r1，　r2，……；rmが存在して，

　　　　rlal＋r2a2＋……＋rmam－O　になれば，

al，　a2，……，　amは有理従属であるという。

　相異なる有限個の実数bl，　b2，……，　b、が有理従属でない

「とき，換言すればSl，　S2，……，　S．が有理数で

　　　　Slb1・＋一s2b2÷……＋s。b。＝一　O　ならば，

必ずSl　＝S2＝＝……一s。一一・Oになれば，　bl，　b2，∴・…，　bnは有理

独立であるという。

　実数C．が1相異なる有限但の実数C1，　e2，……，　C，を用い

て，C＝七ic1＋t2C2＋……＋七，eeと表わせる時（七1，も2，……，　te

は有理数）CはCl，　C2，……，　C。の有理結合であるという。

　実数からなる集合M：から，どんな相異なる有限個の元をと

っても，有理独立であるとき，Mは有理独立であるという。

　実数からなる集合Nが有理独立でないとき，換言すれば，

適当な相異なる有限個の元をとれば有理従属であるとき，N

は有理従属で毒るという。

　実数aが，実数からなる集合：しの適当な相異なる有限個の

元の有理結合で表わされる時，aはしの有理結合であるとい

う。

　今，有理独立な実数からなる集合の全体を購とする。

EM∋｛1｝だから鱗は空でない。又，　mは集合の包含関係

の下に順序集合を作る。

　鱗の任意の全順序部分集合を別とする。

　S。隔USが有理従属ならば，S。の中に有理従属な相異な
　　　s∈班

る有限個の元at，　a2，……，　a。が存在する。

　　ai　E　Si　E　ut　（i－1，　2，　・・・…，　n）

　籔は全順序だから，Max（S丘，　S2，……，　S。）＝Spとすれば

a1，　a2，……an∈Spとなり，　Spが有理独立であることに反す

る。

　よって，S。は有理独立となり，　S。∈職　黙∋VSに対し，

sg　U　s＝s．
　s∈二

又酬∋Vs．馴し，　s⊆Tならば・臨時s耳丁

　よって，s。は黙の皿における上限である。

　従って，田Wは集合の包含関係のもとに帰約的順序集合を

なすから，Zornの補題により，皿は極大元Eをもつ。

　Eは極大有理独立部分集合である。

　（Eの集合としての濃度は，連続体の濃度に等しいことが

知られている）

　任意の実数xに対し，x∈Eならばx－1・xはEの有理結

合であ。

　xe：Eならば｛x｝UEは有理従属だから，　Eの相異なる有

限個の元el，・er，……，　e。が存在して，

　x，el，　e2，……，　enが有理従属になる。

　よって全ては0でない有理数r，rl，’r2，……，　r、が存在し，

rx＋rle1＋r2e2＋”””＋rnen＝O

　Eは有理独立だからrキ0で
一（一号）e）＋（一署）・・＋……＋（一を）en

　よってxはEの有理結合である。
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　これより任意の実数がEの有理結合で表わされることがわ

かる。

　今X＿rlel＋＿＿r。e。　＝　sle1　＋s2e2＋……S。enとすれば

　　　（rl－sl）el＋（r2－s2）e2＋・・．．’．＋（rn－Sn）en＝O

　：Eは有理独立だから

　　　　r1　’一一　s1　＝＝　r2　一’　s2＝＝　’””’　t＝　rn－sn　＝O

　．　．　rl　＝slr　r2　＝＝　r2，　”””，　rn　＝＝＝　sn

　これより任意の実数はEの有理結合として，一意的に表わ

されることを知る。

　このEを実数全体の有理数全体に対する基底という。

D　連続でない解を求めること。

　①f（x＋y）一f（x）＋f（y）の場合，

　Ei∋Veに対しf（e）を勝手に定める。但しEの少なく共二

つの元eo，　e’oに対し，　f（eo）l　f（e「⑪）キeo：e’oなるようにして

おく。

　そして任意の実数x＝・rle1＋r2e2＋……＋r。e、（riは有理数

ei∈E）に対し，　f（x）＝・　rlf（e1）＋r2f（e2）＋……＋r。f（e。）と定

めれば，f（x）が連続でない求める関数になることが容易に

確かめられる。

　②g（x十y）十g（x－y）一・　2｛g（x）十g（y）｝の場合

　E∋Veに対し，　g（e）を勝手に定める。但し，　Eの少なく

共二つの元eo，　e’oに対し，　g（eo）：g（e’o）キe蓉：e’02であるよ

うにしておく。

　そして，任意の実数x・＝rie；＋r2e2＋・…・・＋r。e、に対し，

g（X）一r2g（e1）＋　r22g（e2）＋……＋r。2g（e。）と定める。

　別のγ一Sle1＋S2e2＋……＋S。e。に対し

9（y）＝・＝・・？9（el）＋・・29（・・）＋……＋・・29（・・）で

x十y＝＝（rl十sl）el十（r2十s2）e2十”’”’十（rn十sn）en

X－
凵＝＝irl－Sl）el＋（rrS2）e2＋・・一＋（r。一S。）e・だから

g（x十y）　十g（x　he　y）　＝＝　｛（ri　十si）2g　（el）十（r2十s2）2g（e2）十・・…　t

　　十（r．十sn）2g（en）｝　十　｛（ri　一一　si）2g（et）十（r2－s2）2g（e2）十”””

　　＋（rn－sn）2g（en）｝

　＝2｛（ri？＋si2）g（ei）＋（r22＋s2？）．cr（e2）＋・．・…＋（r．2＋s．2）g（en）｝

　＝＝2　｛g（x）十g（y）｝

もしも，g（x）が連続ならばBより，　g（x）＝・・　cx2となり，

9（eO）：9（e’0）”＝　ceo2・ce’02　＝　eo2：e’02で矛盾。

　よって，g（x）は連続でない求める関数となる。

　③h（x＋y）一・・h（x）h（y）の場合

　E∋Veに対し，　h（e）を正の値で勝手に定める。但し，　E

の少なく共二つの元eo，　e’oに対し，10g｛h（eo）｝：10g｛h（e／o）｝

キeo：e’oであるようにしておく。

　そして，任意の実数X・・＝・rle1＋r2e2＋……＋r。e。に対し，

h（x）一｛h（el）｝「・｛h（e2）｝「2…｛h（e。）｝’nと定めれば，　h（x）は連

続でない求める関数となることが容易に確あられる。
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